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Предисловие 
Учебное пособие предназначено для студентов первого и вто-
рого курса Института социальных и политических наук Ураль-
ского федерального университета, изучающих математические 
основы в рамках курса высшей математики. 
Цель курса – способствовать пониманию и развитию навыков 
вычисления интегралов и дифференциальных уравнений. Для 
того чтобы научиться легко, быстро, а главное правильно решать 
интегралы, необходима практика, поэтому наше учебное пособие 
содержит большое количество практических заданий. Теоретиче-
ский материал курса представлен здесь лишь в том объеме, в ко-
тором он необходим для решения задач. Более подробные теоре-
тические сведения можно найти в литературе, список которой 
прилагается. 
Глава 1 пособия посвящена неопределенному интегралу и со-
держит все необходимые для решения задач определения, теоре-
мы, таблицы и методы, а также примеры с решениями, что дает 
возможность студентам глубже понять тему. В главе 2 рассмат-
риваются определенные и несобственные интегралы. Особое вни-
мание уделено геометрическим приложениям интеграла, а имен-
но вычислению площадей плоских фигур и вычислению объемов 
тел вращения. Глава 3 поможет читателю в изучении дифферен-
циальных уравнений первого и высших порядков. 
В каждой подглаве имеется небольшая самостоятельная ра-
бота с ответами для закрепления полученных знаний. 
Учебное пособие включает две контрольные работы, посвя-
щенные интегральному и дифференциальному исчислению, ко-
торые содержат 15 вариантов контрольных заданий, один вариант 
представлен с подробным решением. 





1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
1.1. Понятия неопределенного интеграла 
Определение. Функция F(x) называется первообразной функ-
ции f(x) на интервале (а; b), если для любого х ∈ (а; b) выполня-
ется равенство F'(x) = f(x) (или dF(x) = f(x)dx). 
Пример. Найти первообразную функции f(x) = x2, х ∈ R. 
Решение. Легко заметить, что производная функции 3)(
3xxF =  
равна f(x) = x2. Первообразными будут также любые функции 
,3)(
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Пример. Найти первообразную функции f(x) = cos x, х ∈ R. 
Решение. Первообразная равна F(x) = sin x + C. 
Tеоpeмa. Если функция F(x) является первообразной функ-
ции ƒ(х) на (а; b), то множество всех первообразных для ƒ(х) за-
дается формулой F(x) + С, где С – постоянное число. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция F(x) + С является первооб-
разной ƒ(х). Действительно, (F(x) + C)′ = F′(x) = ƒ(x). Пусть Ф(х) – 
некоторая другая, отличная от F(x), первообразная функции ƒ(х), 
т. е. Ф′(x) = ƒ(х). Тогда для любого х ∈ (а; b) имеем (Ф(x) – F(x))′ = 
= Ф′(x) – F′(x) = f(x) – f(x) = 0. А это означает, что Ф(x) – F(x) = C, 
где C = const. 
Если производная функции равна нулю на некотором проме-
жутке, то функция на этом промежутке постоянна. Следователь-
но, Ф(х) = F(x) + С. Что и требовалось доказать. 
Определение. Множество всех первообразных функций 
F(x) + C для f(x) называется неопределенным интегралом от функ-
ции f(x) и обозначается символом ∫f(x)dx. 
По определению ∫f(x)dx = F(x) + C. 
Функция ƒ(х) называется подынтегральнoй функцией, ƒ(x)dx – 
подынтегральным выражением, х – переменной интегрирования, 
∫ – знаком неопределенного интеграла. 
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Операция нахождения неопределенного интеграла от функ-
ции называется интегрированием этой функции. 
Неопределенный интеграл геометрически представляет собой 
семейство «параллельных» кривых F(x) + C (каждому числовому 
значению С соответствует определенная кривая семейства). Гра-
фик каждой первообразной (кривой) называется интегральной 


















1.2. Свойства неопределенного интеграла 
10. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подын-
тегральному выражению d(∫f(x)dx) = f(x)dx. 
Свойство верно, так как d(∫f(x)dx) = d(F(x) + C) = dF(x) + 
+ d(C) = F′(x)dx = f(x)dx. 
20. Производная неопределенного интеграла равна подынте-
гральной функции (∫f(x)dx)′ = f(x). 
30. Hеопpедeлeнный интеграл от диффepeнциaла некоторой 
функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 
∫dF(x) = F(x) + C. 
Свойство верно, так как ∫dF(x) = ∫F′(x)dx = ∫f(x)dx = F(x) + C. 
y = F(x) + C1 
y = F(x) + C2 
y = F(x) + C3 
y = F(x) + C4 
y = F(x) + C5 




40. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 
∫af(x)dx = a∫f(x)dx (a ≠ 0). 
Пусть F′(x) = ƒ(х), тогда ∫af(x)dx = ∫aF′(x)dx = ∫(aF(x))′dx = 
= ∫d(aF(x)) = aF(x) + C1  = a(F(x) + C1/a) = a(F(x) + c) = a∫f(x)dx. 
50. Неопределенный интеграл от aлгeбpaическoй суммы ко-
нечного числа непрерывных функций равен aлгебpaичecкoй сум-
ме интегралов от слагаемых функций: 
∫(f(x) ± g(x))dx = ∫f(x)dx ± ∫g(x)dx. 
Пусть F'(x) = ƒ(х) и G'(x) = g(x), тогда ∫(f(x) ± g(x))dx = ∫(F′(x) ± 
± G′(x))dx = ∫(F(x) ± G(x))′ dx = ∫d(F(x) ± G(x)) = F(x) ± G(x) + C = 
= (F(x) + C1) ± (G(x) + C2) = ∫f(x)dx ± ∫g(x)dx, где C1 ± C2 = C. 
1.3. Таблица основных  
неопределенных интегралов 
1) ∫0dx = C. 
2) ∫xn dx = xn + 1/(n + 1) + C, n ≠ –1, в частности, ∫dx = x + C. 

























































































































































x  Ответ: –ctg x – tg x + C. 
1.4. Метод интегрирования подстановкой  
(заменой переменной) 
Пусть требуется вычислить интеграл ∫f(x)dx. 
Сделаем подстановку: х = φ(t), где φ(t) – функция, имеющая 
непрерывную производную. Тогда dx = φ'(t)dt. Получаем формулу 
интегрирования подстановкой: 
∫f(x)dx = ∫f(φ(t))φ′(t)dt. 
8 








































































































































































































1 Cx +=  
В примерах была использована подстановка t = ax + b, где  
a и b – константы (а ≠ 0). 
Tеоpeмa. Пусть F(x) – некоторая первообразная для функции 
f(x). Тогда ,)(1)( CbaxF
a
dxbaxf ++=+∫  где a и b – константы 
(a ≠ 0).  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся определением неопре-
деленного интеграла ∫f(ax + b)d(ax + b) = F(ax + b) + C, так как 
d(ax + b) = d(ax) + db = adx ⇒ a∫f(ax + b)dx = F(ax + b) + C ⇒  
⇒ ∫f(ax + b)dx = F(ax + b)/a + C/a ⇒ ∫f(ax + b)dx = 
а
1
F(ax + b) + C1. 
Самостоятельная работа 
Найти интеграл: 
1) .27∫ − dxe x  Ответ: .2
1 27 Ce x +− −  
2) .
42∫ − x
dx  Ответ: .42ln
4














 +  
4) .4)(7 4∫ − dxx  Ответ: .4)(735
1 5 Cx +−  
5) .
91 2∫ − x
dx  Ответ: .3arcsin
3
1 Cx +  
Рассмотрим интегралы, берущиеся с помощью нелинейных 
подстановок. При нахождении таких интегралов нет единого 
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алгоритма, необходимо увидеть замену, которая приведет к нахож-
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dtx x ++−=+−=−= ∫  
Самостоятельная работа 
Найти интеграл: 
1) ∫ .tg2 3 dxx  Ответ: .coslntg2 Cxx ++  
2) .
4∫ + xx
dx  Ответ: ( ) .1442 44 Cxxx +++−  
3) .2sincos17 2∫ + dxxx  Ответ: .)cos1(8
















dxe  Ответ: .1)2(
3
2 Cee xx ++−  

































































= ∫  
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.||ln||ln 2∫ +++=+== CaxxCtt
dt
 
1.6. Метод интегрирования по частям 
Пусть u = u(х) и ν = v(х) – функции, имеющие непрерывные 
производные. По свойству дифференциала d(uv) = udv + vdu. 
(подстановка Эйлера) 
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Интегрируя это равенство, получим 
∫d(uv) = ∫u ∙dv + ∫v ∙du, 
uv = ∫u ∙dv + ∫v ∙du ⇒ ∫u ∙dv = uv – ∫v ∙du. 
Полученная формула называется формулой интегрирования 
по частям. 
Интегрирование по частям состоит в том, что подынтеграль-
ное выражение заданного интеграла представляется в виде про-
изведения двух сомножителей u и dv. После нахождения ν и du 
используется формула интегрирования по частям.  
















































































































sin2 2  




























=−+= ∫ dxxexexe xxx 3cos93sin33cos  
= ex cos 3x + 3ex sin 3x – 9 · I. 
Таким образом, ⇔⋅−+= IxexeI xx 93sin33cos  
( ).3sin33cos
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3) .∫ dxxe  Ответ: ( ) .12 Cxe x +−  
4) .)(lnsin∫ dxx  Ответ: ( ) .)(lncos)(lnsin2 Cxx
x
+−  
5) ( ) .522 dxexx x−∫ +−  Ответ: ( ) .52 Cxe x ++− −  
1.7. Интегрирование простейших  
рациональных дробей 
1.7.1. Понятия о рациональных функциях 
Определение. Функция вида Рn(х) = a0хn + a1xn – l + … + аn – 1х + 
+ аn, где n – натуральное число; ai (i = 0, 1, …, n) – постоянные 
коэффициенты, называется многочленом (или целой рациональной 
функцией). Число n называется степенью многочлена. 
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Определение. Корнем многочлена называется такое значение 
х0 переменной х, при котором многочлен обpaщaeтcя в нуль, т. е. 
Рn(x0) = 0. 
Теорема. Если х1 есть корень многочлена Рn(х), то многочлен 
делится без остатка на х – х1, т. е. Pn(x) = (x – x1) ∙ Pn – 1(x), где 
Рn – 1(х) – многочлен степени (n – 1). 
Теорема (основная теорема алгебры). Всякий многочлен n-й 
степени (n > 0) имеет по крайней мере один корень, действитель-
ный или комплексный. 
Теорема. Всякий многочлен с действительными коэффици-
ентами разлагается на линейные и квадратные множители с дей-
ствительными коэффициентами, т. е. многочлен Рn(х) можно 
представить в виде Рn(х) = a0(х – x1)k1(х – х2)k2... (х – хr)kr(х2 + p1x + 
+ q1)s1... (х2 + рmх + qm)sm. 
При этом k1 + k2 + ... + kr + 2(s1 + s2 + … + sm) = n. Все квад-
ратные трехчлены не имеют вещественных корней. 
Примеры. Разложить на множители: 
1) х4 – 1 = (х2 – 1)(х2 + 1) = (х – 1)(х + 1)(х2 + 1). 
2) х3 – 16х = х(х2 – 16) = х(х – 4)(х + 4). 
3) х5 – 6х4 + 9х3 – х2 + 6х – 9 = х3(х2 – 6х + 9) – (х2 – 6х + 9) =  
= (х2 – 6х + 9)(х3 – 1) = (х – 3)2(х – 1)(х2 + х + 1). 
1.7.2. Дробно-рациональная функция 
Определение. Дробно-рациональной функцией (или рацио-
нальной дробью) называется функция, равная отношению двух 







m=  где Pm(x) – многочлен степени m, 
а Qn(x) – многочлен степени n. 
Определение. Рациональная дробь называется правильной, 
если степень числителя меньше степени знаменателя, т. е. m < n. 
В противном случае (если m ≥ n) рациональная дробь называется 
неправильной. 






m  можно, 
путем деления числителя на знаменатель, представить в виде 
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m +=  
Примеры. Представить в виде суммы многочлена и правиль-






















































Деление многочлена на многочлен столбиком: 
15
63    
93    
84










































+  (k ≥ 2 и корни знаменателя комплекс-
ные, т. е. p2 – 4q < 0), где А, а, М, N, p, q – действительные числа, 
называются простейшими рациональными дробями. 







знаменатель которой разложен на множители Qn(x) = a0(x – x1)k1(x – 
– x1)k2 … (x – x1)kr(x2 + pmx + qm)s1 … (x2 + pmx + qm)sm, можно пред-
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ставить (и притом единственным образом) в виде следующей 














































































































где A1, A2, … B1, B2, … C1, D1, … M1, N1, … – некоторые действи-
тельные коэффициенты.  














































































Для нахождения неопределенных коэффициентов А1, A2, ... B1, 
B2, ... можно применить метод сравнивания коэффициентов. Суть 
метода в следующем: 
1. В правой части равенства приведем к общему знаменателю 










m =  где S(x) – 
многочлен с неопределенными коэффициентами. 
2. Так как в полученном тождестве знаменатели равны, то 
тождественно равны и числители, т. е. Рm(х) ≡ S(х). 
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3. Приравнивая кoэффициeнты при одинаковых степенях х 
в обеих частях тождества, получим систему линейных уравнений, 
из которой и определим искомые коэффициенты A1, А2, ... B1, ... . 









































































































































































































При условии что знаменатель не имеет действительных 
























pqpxpqpxpx  Введем теперь 
новую переменную ,
2
pxt +=  т. е. 
2













































































Стоить отметить, что нет смысла учить значение этого инте-
грала, гораздо важнее знать принцип его вычисления. 






























































arctg92)(ln 2 Cxx ++−++=  
1.7.4. Интегрирование рациональных дробей 
1. Если дробь неправильная, то представить ее в виде суммы 
многочлена и правильной дроби. 
2. Разложив знаменатель правильной рациональной дpоби на 
множители, представить ее в виде суммы простейших рацио-
нальных дробей. 
3. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму про-
стейших дробей. 












































































































































































































































































































































































































1.8. Интегрирование  
тригонометрических функций 
1.8.1. Использование тригонометрических преобразований 
Интегралы типа ∫sin ax ∙ cos bx dx, ∫cos ax ∙ cos bx dx, 
∫sin ax ∙ sin bx dx вычисляются с помощью известных формул три-
гонометрии: 
23 
sin α ∙ cos β = 
2
1
(sin(α – β) + sin(α + β)), 
cos α ∙ cos β = 
2
1
(cos(α – β) + cos(α + β)), 
sin α ∙ cos β = 
2
1
 (cos(α – β) – cos(α + β)). 
Примеры. Найти интегралы: 
1) ∫sin 8x ∙ cos 4x dx = 
2
1




∫cos 4x dx – 
2
1
∫cos 12x dx = 
8
1
sin 4x – 
24
1
sin 12x + C. 
2) ∫sin 3x ∙ sin 2x dx = 
2
1
∫(sin x + sin 5x) dx = 
2
1




∫sin 5x dx = –
2
1
cos x – 10
1
cos 5x + C. 
1.8.2. Интегралы  
типа ∫sinmx ∙ cosnx dx 
Для нахождения таких интегралов используются следующие 
приемы: 
1) подстановка sin x = t, если n – целое положительное нечет-
ное число; 
2) подстановка cos x = t, если m – целое положительное не-
четное число; 
3) формулы понижения порядка: 
sin2 α = 
2
1
(1 – cos 2α), cos2 α = 
2
1
(1 + cos 2α), 




если m и n – целые неотрицательные четные числа; 
4) подстановка tg х = t, если m + n – четное отрицательное це-
лое число. 
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1cossin 224  
=++−= ∫ dxxxx )2cos)(12cos2cos2(18
1 2  
∫ =++−−+= dxxxxxx )2cos2cos22cos2cos22cos(18
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1.8.3. Универсальная тригонометрическая  
подстановка 
Вычисление неопределенных интегралов типа 
∫R(sin x, cos x)dx сводится к вычислению интегралов от рацио-
нальной функции подстановкой .
2







































































tRdxxxR  где R1(t) – 
рациональная функция от t. 
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2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ  
ИНТЕГРАЛ 
2.1. Понятия определенного интеграла 
Определение. Пусть на отрезке [а, b] задана неотрицательная 
непрерывная функция у = ƒ(х). Фигура, ограниченная сверху гра-
фиком функции у = ƒ(х), снизу – осью Ох, сбоку – прямыми х = а 














Найдем площадь этой трапеции. С помощью точек х0 = а, x1, 
х2, ... хn = b (х0 < x1 < ...< хn) разобьем отрезок [а, b] на n частичных 
отрезков [х0, х1], [x1, х2], ... [хn – 1, хn]. 
В каждом частичном отрезке [xi – 1, xi], i = 1, 2, ... n выберем 
произвольную точку сi ∈ [xi – 1, xi] и вычислим значение функции 
в ней, т. е. величину ƒ(сi) (рис. 3). 
Умножим значение функции ƒ(ci) на длину ∆xi = xi – xi – 1 со-
ответствующего частичного отрезка. Произведение f(ci) ∙ ∆xi рав-
но площади прямоугольника с основанием ∆xi и высотой f(ci). 
Сумма всех таких произведений f(с1) ∙ ∆x1 + f(с2) ∙ ∆x2 + … + 









y = f (x)  






















)(  называется инте-
гральной суммой функции y = f(x) на отрезке [a, b]. 
Геометрический смысл интегральной суммы – это площадь 
под ломаной. 
Обозначим через λ длину наибольшего частичного отрезка: 
λ = max ∆xi (i = 1, 2, ... n). Если λ = max ∆xi стремится к 0, то лома-
ная стремится к графику функции y = f(x). 
Определение. Пусть предел интегральной суммы существу-
ет, конечен и не зависит ни от способа разбиения отрезка [a, b] на 
частичные отрезки, ни от выбора точек в них, тогда этот предел 
называется определенным интегралом от функции y = f(x) на от-
резке [a, b] и обозначается ∫
b
a
dxxf .)(  
Числа а и b называются соответственно нижним и верхним 
пределами интегрирования, ƒ(х) – подынтегральной функцией, 
ƒ(х)dx – подынтегральным выражением, х – переменной инте-
грирования, отрезок [а, b] – областью (отрезком) интегриро-
вания. 




dxxf  называется интегрируемой на 
этом отрезке. 
y 
x 0 a = x0 xn = b 
y = f (x) 
f (c1) 
f (c2) 




xi – 1  xi 
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Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л   
о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а  
Определенный интеграл от неотрицательной функции чис-
ленно равен площади криволинейной трапеции. 
Определенный интеграл и неопределенный интеграл – суще-
ственно различные понятия: 




dxxf )(  – площадь криволинейной трапеции (определенное 
число). 
2.2. Классы интегрируемых функций 
1. Теорема (Коши). Если функция y = f(x) непрерывна на от-
резке [a, b], то определенный интеграл ∫
b
a
dxxf )(  существует. 
2. Если функция y = f(x) ограничена на отрезке [a, b] и имеет 




dxxf )(  существует. 
3. Если функция y = f(x) ограничена и монотонна на отрезке 
[a, b], то определенный интеграл ∫
b
a
dxxf )(  существует. 
2.3. Свойства  
определенного интеграла 









dzzfdttfdxxf .)()()(  






30. Определенный интеграл с одинаковыми пределами инте-










50. Если c – постоянное число и функция f(x) интегрируема на 





dxxfcdxxcf ,)()(  т. е. постоянный множитель c 
можно вынести за знак определенного интеграла. 









































dxxfcdxxcf .)()(  
Ч. т. д. 
60. Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на [a, b], тогда ин-
тегрируема на [a, b] их сумма (разность) и интеграл от суммы 







































70. Если f(x) ≥ 0 на отрезке [a, b], то ∫ >
b
a
dxxf .0)(  






dxxgdxxf .)()(  
90. Если с ∈ [a, b], то ∫ ∫∫ +=ba bcca dxxfdxxfdxxf .)()()(  
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100. Теорема о среднем. Если функция y = f(x) непрерывна 




abcfdxxf ).)(()(  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция y = f(x) непрерывна на 









=  таким образом, 







Mdxdxxfmdx .)(  
По свойству 4 ∫ −≤≤−
b
a
abMdxxfabm ).()()(  
















)(  и получим ∫ =
b
a
dxxf )(  
).)(( abcf −=  
Ч. т. д. 
 
Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л   
т е о р е м ы  о  с р е д н е м  
Найдется такая точка с, что площадь под кривой будет равна 















x 0 a c b 
f (c) 
y = f (x) 
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2.4.Формула  
Ньютона – Лейбница 
Пусть функция у = ƒ(х) интегрируема на отрезке [а, b]. 
Теорема. Если функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a, b] 
и F(x) – какая-либо ее первообразная на [a, b] (F′(x) = f(x)), то 
имеет место формула ∫ −=
b
a
aFbFdxxf ).()()(  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Разобьем отрезок [а, b] точками а = x0, 
x1, ... xn = b (x0 < x1 < ... < хn) на n частичных отрезков [x0, x1],  






Рассмотрим тождество F(b) – F(a) = F(xn) – F(x0) = (F(xn) –  
– F(xn – 1)) + (F(xn – 1) – F(xn – 2)) + … + (F(x2) – F(x1)) + (F(x1) – F(x0)). 
Преобразуем каждую разность в скобках по формуле Лагранжа: 
ƒ(b) – ƒ(а) = ƒ'(с) ∙ (b – а). 
Получим F(b) – F(a) = F′(cn) ∙ (xn – xn – 1) + F′(cn – 1) ∙ (xn – 1 –  



















,Δ)()()(  где ci есть некоторая точка 
интервала (xi – 1, xi). Так как функция у = ƒ(х) непрерывна на [а, b], 
то она интегрируема на [а, b]. Поэтому существует предел инте-
гральной суммы, равный определенному интегралу от ƒ(х) на [а, b]. 





Δ)()()(  к пределу при 















aFbFxFdxxf )()()()( |  называется форму-
лой Ньютона – Лейбница ( |)( baxF – принятая форма записи). 
с1 
a = x0 
с2 сi сn 
x1 x2 xi xi – 1 xn – 1 b = xn 
x 
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Примеры. Вычислить интегралы: 


































































































2.5. Геометрические приложения  
определенного интеграла 
2.5.1. Вычисление площадей плоских фигур 
1) Пусть функция ƒ(х) ≥ 0 и непрерывна на отрезке [а, b]. По 
геометрическому смыслу определенного интеграла площадь S 
под кривой y = f(x) на отрезке [a, b] равна ∫
b
a


















2) Пусть ƒ(х) ≤ 0 и непрерывна на отрезке [а, b]. Отразим  




















3) Пусть y = ƒ1(х) и y = ƒ2(х) непрерывны на отрезке [а, b], 
причем ƒ2(х) ≥ ƒ1(х). Тогда площадь S, заключенную между кри-









dxxfxfdxxfdxxfS .))()(()()( 1212  
0 x = a x = b 
y = f (x) 




0 x x = a x = b 
































Если плоская фигура имеет «сложную» форму, то прямыми, 
параллельными оси Оу, ее следует разбить на части так, чтобы 
можно было применить уже известные формулы (рис. 9, а). 
Если криволинейная трапеция ограничена прямыми y = c и y = d, 
осью Oy и непрерывной кривой x = g(y) ≥ 0 (рис. 9, б), то ее пло-
щадь находится по формуле ∫=
d
c




y = f2(x) 
y = f2(x) 
y = f1(x) 
y = f1(x) 
0 
0 
x = a 
x = a 
x = b 
x = b 
y y 
x x x = a x = b x = a x = b 0 0 
y = f1(x) 
y = f2(x) 
y = f1(x) 




0 0 a b c d 
y = d 
y = c 
















1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
y = x2 – 2x + 3 и y = 3x – 1. 
Найдем точки пересечения графиков функций, для этого при-
равняем правые части функций и решим уравнение x2 – 2x + 3 = 
= 3x – 1 ⇒ x2 – 5x + 4 = 0 ⇒ x1 = 1 и x2 = 4. На рис. 10 представле-
ны графики функций y = x2 – 2x + 3, y = 3x – 1 и выделена фигура, 





















y = x2 – 2x + 3 





































1 2323 =⋅+−+⋅−+−=  
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
y = 0.5x – 2.5 и y = –2/x. 
Найдем точки пересечения графиков функций, для этого при-
равняем правые части функций и решим уравнение  
0.5x – 2.5 = –2/x ⇒ x2 – 5x + 4 = 0 ⇒ x1 = 1 и x2 = 4.  
На рис. 11 представлены графики функций y = 0.5x – 2.5  










































































1 22  
.4ln23.751ln2 −=⋅+  
y 
x 
y = 0.5x – 2.5 





y = –2/x 
S 
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3) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
y = –x2, y = 2еx, x = 0 и x = 1. На рис. 12 представлены графики 
функций y = –x2, y = 2еx, x = 0 и x = 1 и выделена фигура, площадь 


































−=+=+= ∫∫ exedxxdxeS xx  
Самостоятельная работа 
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
y = x2 + 4x, y = x + 4. Ответ: .
6
125  

















3) Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 









y = –x2 
y = ex 
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4) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
y = 3x – x2, y = –x. Ответ: .
3
32  
5) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
y2 = 9x, y = 3x. Ответ: .5.0  
2.5.2. Вычисление объемов  
тел вращения 
Пусть вокруг оси Ох вращается криволинейная трапеция, 
ограниченная непрерывной линией у = ƒ(х) ≥ 0, отрезком а ≤ x ≤ b 
и прямыми х = а и х = b. 
Определение. Полученная от вращения фигура называется 
телом вращения. 
Сечение этого тела плоскостью, перпендикулярной оси Ох, 
проведенной через произвольную точку х оси Ох (х ∈ [а, b]), есть 
















Следовательно, S(x) = πy2. 
Объем тела вращения ∫π=
b
ax
dxyV .2  
Если криволинейная трапеция ограничена графиком непре-
рывной функции x = g(y) ≥ 0 и прямыми x = 0, y = c и y = d (c < d) 
y = f (x) 
y 
x 0 
x = a x = b 
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(рис. 14), то объем тела, образованного вращением этой трапеции 
вокруг оси Oy, по аналогии с формулой ∫π=
b
ax




















1) Найти объем тела, образованного вращением фигуры, огра-
























=π=π= ∫ yydyVy  
y 
x 0 
y = d 
y = c 




y = 1 
y = 4 
y = x2 
0 
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2) Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 
ограниченной линиями y = 4 – x2, y = 0 и x = 0, вокруг оси Оу 







































































 +−⋅−+−⋅π=  
3) Найти объем тела, образованного вращением фигуры, огра-
ниченной линиями y = x2 и y = x3, вокруг оси Оу (рис. 17, а) и Ox 









































































 −π=π−π=− ∫∫ xxdxxxdxVV yy  
Самостоятельная работа 
Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры, огра-
ниченной линиями, вокруг указанной оси координат: 
1) .O,0,1,3
2
xxyxy ===  Ответ: .
7
4π   
2) .O),0(0,sin xxyxy π≤≤==  Ответ: .
2
π  
3) .O,1,0,0, xxxyey x ====  Ответ: ).1(
2
2 −
π e  
4) .O,0,2 2 xyxxy =−=  Ответ: .
15
16π  











y1 = x3 
y2 = x2 
1 
1 
x2 = 3 y  
x1 = y  
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2.6. Несобственные интегралы* 
Определение. Определенный интеграл от непрерывной функ-
ции, но с бесконечным промежутком интегрирования или опре-
деленный интеграл с конечным промежутком интегрирования, но 
от функции, имеющей на нем бесконечный разрыв, называется 
несобственным интегралом. 
2.6.1. Интеграл  
с бесконечным промежутком интегрирования  
(несобственный интеграл I рода) 
Пусть функция ƒ(х) непрерывна на промежутке [а, +∞). 








dxxf .)(  





dxxfdxxf .)(lim)(  В этом случае го-
ворят, что несобственный интеграл ∫
+∞
a
dxxf )(  сходится. 
Если же указанный предел не существует или он бесконечен, 
то говорят, что интеграл ∫
+∞
a
dxxf )(  расходится. 
Аналогично определяется несобственный интеграл на про-
межутке (–∞, b]: ∫ ∫∞− −∞→=
b b
aa
dxxfdxxf .)(lim)(  









dxxfdxxfdxxf ,)()()(  
где с – произвольное число. 
В этом случае интеграл ∫
+∞
∞−
dxxf )(  сходится лишь тогда, ко-
гда сходятся оба интеграла в правой части равенства. 
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Отметим, что если непрерывная функция f(x) ≥ 0 на проме-
жутке [a, +∞) и интеграл ∫
+∞
a
dxxf )(  сходятся, то он выражает 














Примеры. Вычислить несобственные интегралы или устано-








































































 = ∞ ⇒ ин-
теграл расходится. 
Самостоятельная работа 











x = a 






















xdx  Ответ: 0.5. 
2.6.2. Интеграл  
от разрывной функции  
(несобственный интеграл II рода) 
Пусть функция ƒ(х) непрерывна на промежутке [а, b) и имеет 
бесконечный разрыв при х = b. 




































 не существует или бесконечен, то гово-
рят, что интеграл ∫
b
a
dxxf )( расходится. 
Аналогично, если функция f(x) терпит бесконечный разрыв 








Если функция ƒ(х) терпит разрыв во внутренней точке с от-
резка [а, b], то несобственный интеграл II рода определяется 









Если оба несобственных интеграла, стоящих в правой части 
равенства, сходятся, то интеграл ∫
b
a
dxxf )(  называется сходя-
щимся. 




dxxf )(  (разрыв в точке x = b) можно истолковать геометриче-
ски как площадь бесконечно высокой криволинейной трапеции. 
Примеры. Вычислить несобственные интегралы или устано-



























































































































0 2∫ e xx
dx


































3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
3.1. Основные понятия 
Определение. Дифференциальное уравнение – уравнение, 
связывающее независимые переменные, искомые функции и их 
производные или дифференциалы. 
Обозначение. F(x, y, y', y'', … y(n)) = 0 – дифференциальное 
уравнение, y – искомая функция. 
Определение. Решить дифференциальное уравнение – зна-
чит найти функцию у = ϕ(x), которая при подстановке в диффе-
ренциальное уравнение обращает его в верное равенство. 
Определение. Порядком уравнения называется максималь-
ный порядок n входящей в него производной (или дифферен-
циала). 
Пример. y(4) – y + x = 0 – уравнение четвертого порядка. 
Определение. Общим решением уравнения  
F(x, y, y', y'', … y(n)) = 0 называется функция y = ϕ(x, C1, C2, … Cn), 
обращающая уравнение F(x, y, y', y'', … y(n)) = 0 в верное равен-
ство (C1, C2, … Cn – произвольные постоянные). 
Пример. 
1) y(x) = ex + x + 2 – решение уравнения y''' = ex. 
2) y(x) = x4 + x2 – решение уравнения xy' – 2y = 2x4. 
Определение. Частным решением уравнения  
F(x, y, y', y'', … y(n)) = 0 на интервале (a, b) (конечном или бесконеч-
ном) называется решение, получаемое из общего решения при неко-
торых конкретных числовых значениях постоянных C1, C2, … Cn. 
Пример. 
1) y(x) = ex + x – частное решение уравнения y(4) – y + x = 0. 
2) y(x) = sin x + x – частное решение того же дифференциаль-
ного уравнения y(4) – y + x = 0. 
Определение. Графическое изображение решения диффе-
ренциального уравнения называется интегральной кривой. 
Определение. Общее решение – это семейство интеграль-
ных кривых. 
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К дифференциальным уравнениям приводят ряд задач эко-
номики, физики, биологии, химии и т. д.: 
– закон изменения численности населения с течением времени 
(протекание демографического процесса); 
– закон изменения давления воздуха в зависимости от высоты 
над уровнем моря; 
– «закон размножения бактерий» (зависимость массы бакте-
рий от времени);  
– «закон охлаждения тел» (закон изменения температуры тела 
в зависимости от времени). 
3.2. Уравнения первого порядка 
Определение. Дифференциальным уравнением первого по-
рядка называется уравнение F(x, y, y') = 0, где x – независимая 
переменная; y(x) – неизвестная функция. 
Определение. Если уравнение F(x, y, y') = 0 можно разре-
шить относительно производной y', то его записывают в виде  
y' = f(x, y) и называют дифференциальным уравнением первого 
порядка, разрешенным относительно производной. 
Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешенное 




или в дифференциальной форме: P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. 
Общее решение уравнения первого порядка F(x, y, y') = 0 
имеет вид y = ϕ(x, C). Его частным решением является функция 
вида y = ϕ(x, C0), полученная из общего решения y = ϕ(x, C) при 
конкретном С = С0. 
Определение. Если общее решение найдено в неявном виде, 
т. е. Ф(x, y, C) = 0, то такое решение называется общим интегра-
лом, а Ф(x, y, C0) = 0 – частным интегралом. 
3.2.1. Задача Коши 
Пусть функция f(x, y) определена в области D, точка (x0, y0) ∈ D. 
Требуется найти решение уравнения y' = f(x, y), удовлетворяющее 
начальному условию y(x0) = y0. 
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Теорема (существования и единственности решения зада-
чи Коши). Если в области D функция f(x, y) непрерывна и имеет 
непрерывную частную производную fy'(x, y), то для любой точки 
(x0, y0) ∈ D существует единственное решение y = ϕ(x) уравнения 
y' = f(x, y), удовлетворяющее начальному условию y(x0) = y0. 
3.2.2. Решение некоторых типов  
дифференциальных уравнений первого порядка 
У р а в н е н и я  с  р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р е м е н н ы м и  
Определение. Дифференциальное уравнение первого поряд-
ка y' = f(x, y) называется уравнением с разделяющимися перемен-
ными, если оно может быть представлено в виде y' = f(x)g(y) или 
f1(x)g1(y)dx + f2(x)g2(y)dy = 0. 









dyy =⇒=⇔=⇒=′  
Интегрируя, получим общий интеграл .)(
)( ∫∫ = dxxfyg
dy  
Решим уравнение f1(x)g1(y)dx + f2(x)g2(y)dy = 0. 



























В обоих случаях возможна потеря решений: деление на 
функцию может привести к уравнению, которое неэквивалентно 
данному. Эти решения могут содержаться в общем решении, но 
могут и не содержаться в нем; последнее может случиться, если 
на этих решениях нарушаются условия теоремы существования 
и единственности решения задачи Коши. 
Часто при решении дифференциальных уравнений мы до-
вольно свободно обращаемся с произвольными постоянными, 
меняя, например, C на ln C и не меняя имя постоянной. Рассмот-
рим пример, который показывает, что такое обращение с произ-















kx Ce 1lnln ( ) ⇔±=⇔=⇔= kxkxkx eCyeCyeCy 111lnln  
,2
kxeCy =⇔  здесь С ∈ R, С = ln C1, C1 > 0, 0., 212 ≠±= CCC  
Мы делили на y ≠ 0, но y = 0 является решением исходного 
уравнения 0′ = k · 0. Таким образом, можно определить новую про-









= CCCC  Поэтому 
при решении дифференциального уравнения можно не вводить 
новую переменную при каждых равносильных преобразованиях, 
сохраняя имя переменной C, но иногда подразумевая разные C. 
Примеры. 















dy y  
















Cey  содержит частное решение y = 1 при 
C = 0. 
2) Найти решение задачи Коши (xy2 – x)dx = (x2y – y)dy, удо-




























1 222  
1ln 2 −= xC 1.1)( 22 +−=⇔ Cxy  
При такой форме записи общего интеграла решения x = ±1, 
в то время как решения y = ±1 входят в общий интеграл при С = 0. 
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Найдем частное решение при условии y(2) = 2. Для этого по-
ставим значения x = 2 и y = 2 в общее решение и найдем значение 
произвольной постоянной C: 22 = (22 – 1)С + 1 ⇒ 3 = 3С ⇒ С = 1. 
Тогда решением задачи Коши является y2 = (x2 – 1) + 1.  
Самостоятельная работа 
Решить уравнение: 
1) xydx + (x + 1)dy = 0. Ответ: y = Ce–x(x + 1), x = –1. 
2) .12 xydydxy =+  Ответ: ,1
2 += yCex x = 0. 
3) 0.(2),33 2 ==′ yyy  Ответ: y = (x – 2)3, y = 0. 
 
О д н о р о д н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  
Определение. Дифференциальное уравнение первого поряд-
ка y′ = f(x, y) называется однородным дифференциальным уравне-








Уравнение сводится к уравнению с разделяющимися пере-





)(  или y(x) = xu. 







yfy'  замену y = xu  
и y′ = u + xu′, получим u + xu′ = f(u). Новое уравнение xu′ = f(u) – u 
является уравнением с разделяющимися переменными. Решим его:  
dx






































111 2  
.2ln2ln2ln2 CxxyCx
x
yCxu ±=⇔±=⇔=⇔  
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Общее решение y = Cx(x – y) содержит частное решение y = 0 
при C = 0, но не содержит y = x. 
Самостоятельная работа 
Решить уравнение: 
1) (x + 2y)dx – xdy = 0. Ответ: y = Cx2 – x, x = 0.  
2) y2 + x2y′ = xyy′. Ответ: .x
y
Cey =  
3) .x
y
xeyyx −=′  Ответ: y = –xln ln Cx. 
 
Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  
Определение. Дифференциальное уравнение первого поряд-
ка y' = f(x, y) называется линейным однородным уравнением, если 
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неизвестная функция y(x) и ее производная y'(x) входят в уравне-
ние в первой степени: y'(x) + p(x)y(x) = 0, где p(x) – непрерывная 
функция. 
Линейное однородное уравнение является уравнением с раз-
деляющимися переменными y′(x) = –p(x)y(x) ⇔ =
dx











∫∫ −= )()(  ⇔ )(ln xy  = Cdxxp +− ∫ )(  ⇔ =)(xy  
.)( )()( dxxpCdxxp Cexye ∫−+∫− =⇔=
 
Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 
y' = f(x,y) называется линейным неоднородным уравнением, если 
неизвестная функция y(x) и ее производная y'(x) входят в уравне-
ние в первой степени: y'(x) + p(x)y(x) = q(x), где p(x), q(x) – непре-
рывные функции. 
Существует два способа решения линейных уравнений пер-
вого порядка. Рассмотрим их. 
Первый способ. Представим y(x) в виде произведения двух 
новых неизвестных функций u(x) и v(x): y(x) = u(x)v(x), тогда про-
изводная равна y'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x). Уравнение приводится 
к виду u'v + uv' + p(x)uv = q(x) или uv' + u(v' + p(x)v) = q(x). Урав-
нение u'v + u(v' + p(x)v) = q(x) решаем в два этапа. 
П е р в ы й  э т а п.  Находим функцию v(x) как частное реше-















Не вводим в это решение произвольную постоянную C,  
достаточно найти одну функцию v(x), обнуляющую слагаемое 
со скобками в уравнении u'v + u(v' + p(x)v) = q(x). 

























Второй способ. На первом этапе решаем линейное однород-
ное уравнение, соответствующее данному неоднородному  
y'(x) + p(x)y(x) = 0. Вторым этапом является применение метода 
вариации произвольной постоянной. Суть метода заключается  
в представлении произвольной постоянной в виде функции от 
независимой переменной C = C(x) и нахождении функции C(x), 
удовлетворяющей неоднородному уравнению. 
П е р в ы й  э т а п.  Решение однородного уравнения  
y(x)= dxxpCe ∫− )( содержит произвольную постоянную как сомножитель. 
В т о р о й  э т а п.  Представим произвольную постоянную в ви-
де C = C(x), тогда y(x) = dxxpexC ∫− )()(  ⇒ y′(x) = ( )′∫− dxxpexC )()(  ⇔ 
⇔ ( ) −′=′+′=′ ∫−∫−∫− dxxpdxxpdxxp exCexCexCxy )()()( )()()()(  
dxxpexpxC ∫−− )()()( . 
Подставляем в исходное однородное уравнение 
⇔=−+′ ∫−∫−∫− )()()()()()( )()()( xqexpxCexpxCexC dxxpdxxpdxxp  
⇔=′⇔=′⇔ ∫∫− dxxpdxxp exqxCxqexC )()( )()()()(  
.)()( 1
)( CdxexqxC dxxp +=⇔ ∫ ∫  
Подставляем найденную функцию C(x) в решение y(x): 
y(x) = ( ) .)()()( )(1)()( dxxpdxxpdxxp eCdxexqxyexC ∫−∫∫− +=⇒ ∫  Очевид-
но, что полученное решение совпадает с решением, полученным 
первым способом. 
Примеры. 
1) y′ + 2xy = 2x. 
П е р в ы й  э т а п.  Решим соответствующее однородное урав-
нение xy
dx













22 xCeyCxy −=⇔+⋅−=⇔  
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В т о р о й  э т а п.  Представим C = C(x) ⇒ y = 
2
)( xexC −  ⇒ 
22
)(2)( xx exxCexCy −− −′=′ и подставим в исходное неоднородное 
уравнение xexxCexxCexC xxx 2)(2)(2)(
222
=+−′ −−− ⇔ 
2
)( xexC −′ = 
= 2x ⇔ ∫ ⋅=⇔⋅=′ dxexxCexxC xx
22
2)(2)(  ⇔ C(x) = ∫ )( 2
2
xdex  ⇔ 
⇔ .)(
2
CexC x +=  
Тогда решение исходного уравнения примет вид 












dy  = tg xdx ⇔ ∫ y
dy  = 





























yCxy =⇔=⇔+−=⇔  




























⇔ C′(x) cos x + C(x) sin x – C(x) sin x = cos x ⇔ C′(x) = 1 ⇔ 
⇔ C(x) = x + C. 
Тогда решение неоднородного уравнения .
cos x
Cxy +=  
Найдем решение задачи Коши: y(0) = 1 ⇒ 1 = 
0cos
C
⇒ C = 1 ⇒ 








1) .22 4yyyx =−′  Ответ: .)( 22 xCxy +=  
2) 0.12 =++′ xyyx  Ответ: ).ln(1 xC
x
y −=  
3) .)( 2 ydxdyyx =+  Ответ: 0.  ,)( =+= yyCyx  
4) .)2( 3 ydxdyyx =+  Ответ: 0.,3 =+= yCyyx  
5) .1)( dxyxdy +−=  Ответ: .xCey x += −  
 
У р а в н е н и е  Б е р н у л л и* 
Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 
y' = f(x, y) называется уравнением Бернулли, если оно может быть 
представлено в виде y'(x) + p(x)y(x) = q(x)ym(x), где m ≠ 0, m ≠ 1 
(при m = 0 уравнение линейно, при m = 1 – с разделяющимися 
переменными). 
Есть несколько способов решения уравнения Бернулли.  
Первый способ. Уравнение Бернулли сводится к линейному 
подстановкой z = y1 – m (при m > 1 может быть потеряно решение  





. Делим уравнение 
y'(x) + p(x)y(x) = q(x)ym(x) на ym и получаем y–my' + p(x)y1 – m = q(x). 







 = q(x). 
Пример. 





















zx −=+⇒=−−⇒  
Получили линейное уравнение: xz′ + z = –ln x ⇒ z = uv ⇒  
⇒ z′ = u′v + v′u ⇒ x(u′v + v′u) + uv = –ln x  ⇒  
⇒ xu′v + xv′u + uv = –ln x ⇒ xu′v + u(xv′ + v) = –ln  x ⇒ xv′ + v = 0 ⇒ 
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vxv 1lnln  
⇒−=⇒−=⇒ xux
х
































Функция y = 0 является решением, но не входит в общее ре-
шение.  
 
Второй способ. Можно сразу решать уравнение Бернулли 
методом, которым решаются линейные уравнения, т. е. заменой 
y(x) = u(x)v(x) ⇒ y'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x), тогда уравнение примет 
вид u'v + uv' + p(x)uv = q(x)umvm ⇒ u'v + u(v' + p(x)v) = q(x)umvm ⇒ 
⇒ ⇒=⇒=⇒=+ ∫




























Из этого выражения находим u(x), и y(x) = u(x)v(x). 
Пример. xy' – y = y2ln x (уравнение Бернулли, m = 2). 
Представим функцию y(x) в виде y(x) = u(x)v(x) ⇒ 
⇒ y'(x) = u'(x) × v(x) + u(x)v'(x) ⇒ 
⇒ x(u'v + v'u) – uv = (uv)2ln x ⇒ xu'v + xv'u – uv = (uv)2ln x ⇒  
⇒ xu'v + u(xv' – v) = (uv)2ln x ⇒  










=⇒=⇒=⇒= ∫ ∫ lnln  ⇒  
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⇒ xu'x = (ux)2ln x ⇒ x2u' = u2x2ln x ⇒  
⇒ x2(u' – u2ln x) = 0 ⇒ x2 = 0 или u' – u2ln x = 0  ⇒  
⇒ u' = u2ln x ⇒ ⇒= xdx
u
du ln2  
∫ ∫ ⇒=⇒ xdxu

















1) .2 2 xeyyy =+′  Ответ: 0.,1 2 =+= yCee
y
xx  
2) .322 yxyxy +=′  Ответ: .3 233 xCxy −=  
3) 0.3 32 =++′ xyyy  Ответ: .13 xCexy −+−=  
4) .22 23 yxxyy =−′  Ответ: 0.,11




У р а в н е н и е   
в  п о л н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л а х  
Определение. Дифференциальное уравнение первого поряд-
ка y' = f(x, y) называется уравнением в полных дифференциалах, 
если оно может быть представлено в виде M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 




















∂  означает, что существует 
функция F(x, y) такая, что dF(x, y) = M(x, y)dx + N(x, y)dy. Тогда 
dF(x, y) = 0 и при условии нахождения вида функции F(x, y) общий 
интеграл уравнения будет иметь вид F(x, y) = С. 
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Для этого запишем равенство Fx'(x, y) = M(x, y), следовательно, 
F(x, y) = )(),( ydxyxM ϕ+∫  ⇒ )(x, yFy′  = ( ) ydxyxM
′
∫ ),(  + ϕ′(y). 
С другой стороны, ),(  yxFy′  = N(x, y), тогда ( ) ydxyxM ′∫ ),(  + 
+ ϕ′(y) = N(x, y), откуда находим функцию ϕ(y) и можем записать 
общий интеграл уравнения. 
Пример. 2xydx + (x2 – y2)dy = 0. 
Проверим, является ли данное уравнение уравнением в пол-
ных дифференциалах. В уравнении M(x, y) = 2xy и N(x, y) = x2 – y2, 
т. е. M'y(x, y) = 2x ≡ 2x = N'x(x, y), значит, это уравнение в полных 
дифференциалах. Тогда F'x(x, y) = 2xy ⇔ F(x, y) = ⇔∫ xydx2   
⇔ F(x, y) = x2y + ϕ(y) ⇒ ),( yxFy′ = x
2 + ϕ′(y), с другой стороны, 
),( yxFy′  = x
2 – y2 ⇒ x2 – y2 = x2 + ϕ′(y) ⇔ ϕ′(y) = –y2 ⇒ ϕ(y) = 3
3
1 y− . 
Следовательно, F(x, y) = x2y 3
3
1 y− , тогда общий интеграл диффе-
ренциального уравнения имеет вид x2y 3
3
1 y−  = C. 
Самостоятельная работа 
Решить уравнение: 
1) ( ) 0.2 =+− −− dyxeydxe yy  Ответ: .2 Cyxe y =−−  
2) ( ) 0.cos22sin1 22 =−+ dyxydxxy  Ответ: .cos22 Cxyx =−  










−=+  Ответ: .)ln(1 23 Cyxy =−+  
3.3. Уравнения высших порядков 
Определение. Дифференциальным уравнением второго по-
рядка называется уравнение F(x, y, y', y'') = 0, где x – независимая 
переменная, y(x) – неизвестная функция. 
Определение. Если уравнение F(x, y, y', y'') = 0 можно раз-
решить относительно производной y'', то его записывают в виде 
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y'' = f(x, y, y') и называют дифференциальным уравнением второго 
порядка, разрешенным относительно производной. 
Определение. Общим решением уравнения F(x, y, y', y'') = 0 
называется такая функция y = ϕ(x, C1, C2), обращающая уравнение 
F(x, y, y', y'') = 0 в верное равенство. 
Определение. Частным решением уравнения F(x, y, y', y'') = 0 
называется любая функция y = ϕ(x, C'1, C'2), полученная из обще-
го решения y = ϕ(x, C1, C2) при конкретном C'1 и C'2. 
3.3.1. Задача Коши  
(задача с начальным условием) 
Пусть функция f(x, y, y') определена в области D, точка  
(x0, y0, y'0) ∈ D. Требуется найти решение уравнения y'' = f(x, y, y'), 
удовлетворяющее начальным условиям y(x0) = y0 и y'(x0) = y'0. 
Теорема (существования и единственности решения за-
дачи Коши). Если в области D функция f(x, y, y') непрерывна 
и имеет непрерывные частные производные f 'x(x, y, y') и f 'y(x, y, y'), 
то для любой точки (x0, y0, y'0) ∈ D существует единственное ре-
шение y = ϕ(x) уравнения y'' = f(x, y, y'), удовлетворяющее 
начальным условиям y(x0) = y0 и y'(x0) = y'0. 
3.3.2. Некоторые типы уравнений,  
допускающие понижение порядка 
У р а в н е н и е  в и д а  y(n) = f(x) 
Уравнение вида y(n) = f(x) решается последовательным  
n-кратным интегрированием. 
Пример. Решить уравнение y(4) = sin x. 
Проинтегрируем последовательно четыре раза: 
;cossin 1∫ +−==′′′ Cxxdxy  



















xCxCxdxCxCxCxy ++++=+++= ∫  
У р а в н е н и е,  н е  с о д е р ж а щ е е  в  я в н о м  в и д е   
н е и з в е с т н у ю  ф у н к ц и ю  и  е е  м л а д ш и е   
п р о и з в о д н ы е 
Порядок уравнения вида F(x, y(k), y(k + 1), y(k + 2), … y(n)) = 0,  
не содержащего функции y(x) и k – 1 младшую производную этой 
функции в явном виде, может быть понижен ровно на k единиц 
введением новой неизвестной функции z(x) = y(k)(x).  
Тогда z' = y(k + 1), z'' = y(k + 2), … z(n – k) = y(n)(x), и относительно 
z(x) уравнение примет вид F(x, z, z', z'', … z(n – k)) = 0, т. е. будет 
уравнением n – k-го порядка. 
После нахождения z(x) последовательным интегрированием 
решается уравнение y(k) = z(x). 
Пример. Решить уравнение x6y''' – 2x5y'' = (y'')3/2. 
Младшая производная, входящая в явной форме в уравнения, – 
вторая, поэтому делаем замену искомой функции z(x) = y''(x). 
Тогда y''' = z'' и уравнение примет вид x6z' – 2x5z = (z)3/2 – 
уравнение Бернулли. 
Л и н е й н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я   
в т о р о г о  п о р я д к а  с  п о с т о я н н ы м и   
к о э ф ф и ц и е н т а м и  
Определение. Линейным дифференциальным уравнением 
второго порядка с постоянными коэффициентами называется 
уравнение, в которое неизвестная функция y(x) и ее производные 
входят линейно, т. е. в первой степени: y'' + py' + qy = r(x), где  
p и q – const, а r(x) – некоторая функция. 
Определение. Если r(x) = 0, то уравнение y'' + py' + qy = 0 
называется однородным (в противном случае – неоднородным). 
Рассмотрим сначала решение однородного уравнения  
y'' + py' + qy = 0. Предположим, что решения этого уравнения 
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имеют вид y = ekx. Тогда y' = kekx и y'' = k2ekx. Подставляем эти  
выражения для производных в y'' + py' + qy = 0, получаем 
k2ekx + pkekx + qekx = 0 и делим обе его части на ekx. Получаем квад-
ратное уравнение k2 + pk + q = 0. 
Определение. Уравнение k2 + pk + q = 0 называется характе-
ристическим уравнением уравнения y'' + py' + qy = 0. 
Характеристическое уравнение может иметь два различных 
корня, два совпадающих корня, а может не иметь действительных 
корней. 
Теорема. 1) Пусть характеристическое уравнение k2 + pk + q = 0 
уравнения y′′ + py′ + qy = 0 имеет разные действительные корни 
k1 ≠ k2 (D > 0), тогда общее решение уравнения y′′ + py′ + qy = 0 
имеет вид y0 = C1ek1x + C2ek2x, где С1, С2 – const. 
2) Если характеристическое уравнение k2 + pk + q = 0 уравне-
ния y′′ + py′ + qy = 0 имеет два совпадающих корня k1 = k2 (D = 0), 
тогда общее решение уравнения y′′ + py′ + qy = 0 имеет вид  
y0 = (C1 + C2x)ek2x, где С1, С2 – const. 
3) Если характеристическое уравнение k2 + pk + q = 0 уравне-
ния y′′ + py′ + qy = 0 не имеет действительных корней k1,2 = α + βi 
(D < 0), тогда общее решение уравнения y′′ + py′ + qy = 0 имеет 
вид y0 = C1eαxsin βx + C2eαxcos βx, где С1, С2 – const. 
Примеры. 
1) y′′ + 4y′ + 5y = 0. Запишем характеристическое уравнение 
λ2 + 4λ + 5 = 0 ⇔ λ1 = 1,  λ2 = –5, тогда решение исходного урав-
нения y = C1e–5x + C2ex. 
2) y′′ + 4y′ + 4y = 0. Запишем характеристическое уравнение 
λ2 + 4λ + 4 = 0 ⇔ λ1, 2 = –2,  тогда решение исходного уравнения  
y = (C1 + C2x)e–2x. 
3) y′′ + 4y′ – 5y = 0. Запишем характеристическое уравнение 
λ2 + 4λ – 5 = 0 ⇔ λ1, 2 = –2 ± i, тогда решение исходного уравне-
ния y = C1e–2xcos x + C2e–2xsin x. 
4) y′′ – 2y′ + y = 0, y′(2) = –2, y(2) = 1. Запишем характеристи-
ческое уравнение λ2 – 2λ + 1 = 0 ⇔ λ1, 2 = 1, тогда решение ис-
ходного уравнения y = (C1 + C2x)ex ⇒ y′ = C2ex + (C1 + C2x)ex. 
Найдем решение задачи Коши:  


































Уравнение задачи Коши имеет вид y = (7 – 3x)ex – 2. 
Рассмотрим теперь решение неоднородного уравнения  
y′′ + py′ + qy = r(x). 
Теорема. Общим решением y уравнения является сумма его 
произвольного частного решения yч и общего решения yо соот-
ветствующего однородного уравнения, т. е. y = yо + yч . 
 
М е т о д  в а р и а ц и и   
п р о и з в о л ь н ы х  п о с т о я н н ы х 
Находим общее решение y = С1y1 + С2y2 однородного уравне-
ния y′′ + py′ + qy = 0, имеющего ту же левую часть, что и исход-
ное уравнение. 
Решение уравнения y′′ + py′ + qy = r(x) находится в виде  
y = С1(x)y1 + С2(x)y2 (С1(x) и С2(x) – функции). 














1) y′′ – 3y′ + 2y = ex. Характеристическое уравнение соответ-
ствующего однородного уравнения λ2 – 3λ + 2 = 0 имеет корни  
λ1 = 2, λ2 = 1, и решение однородного уравнения имеет вид y = 
= С1e2x + С2ex. Для нахождения решения неоднородной задачи 
представим произвольные постоянные в виде функций и решим 








































































Тогда y = (–e–x + C3)e2x + (–x + C4)ex ⇔ y = C3e2x + C4ex – e–x – xex. 
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′−′′  Характеристическое уравнение соответ-
ствующего однородного уравнения λ2 – 2λ + 1 = 0 имеет корни  
λ1, 2 = 1, и решение однородного уравнения имеет вид y = (C1 + 
+ C2x)ex. Для нахождения решения неоднородной задачи предста-
вим произвольные постоянные в виде функций и решим систему 
уравнений для их нахождения, где y1 = ex, y2 = xex ⇒ xey =′1 , 
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yy =+′′  
 Ответ: .sin)sinln(cos)( 21 xxCxxCy ++−=  
2) .2 2xxeyyy =+′−′′  












КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 1 
Интегралы 
Вариант 1 























































x3 2ln  13 ∫ xdxx 2cos2sin  
7 ∫ ++ 22 x





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
a) yx = 4 и 2x + y = 6; 
б) y = 2 – x и y = x2 – 6x + 8; 
в) 
2
cos xy = , y = 0, 
3
π





3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: 2+= xy , y = 0, x = –2 и x = 2. 










xe x  б) .
1
0
arctg∫ xxd  






























































dx  12 ∫ xdx2sin2  
6 ( )∫ + 22 1tg3cos xx




7 ∫ + 2x





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = 6x – x2 и y = x2 – 2x; 
б) xy = , y = 0 и y = 2 – x; 




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = 4 – x2, y = 0, x = 1 и x = 2. 







x d  б) .
1
0
2∫ − xxe dx  


















































4  8 ∫ +− 1372 xx
dx  
4 ∫ − )33(sin2 x






5 ∫ + 26 x



























2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = 3x  и y = 8x + 1; 
б) y = x2 – 2x + 3 и y = 3x – 1;  
в) y = cos x + 1, 
2
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: 
x
y 2= , y = 2 и x = 2. 
4. Вычислить определенные интегралы: 































































7 ∫ ++ 42 x
xdx












 12 ∫ xdxx sin3cos  













2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = x4, y = 0 и y = x; 
б) y = 4x – x2 и y = x2 – 2x; 










3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями ,1+= xy  y = 0, x = 1 и x = 4. 






+− dxex x  б) .2arctg
1
0
∫ xdx  










































3 ∫ + dxx 132  9 ∫ xdxx 2sin  
4 ∫ − )23(cos2 x








5 ∫ − 23 x




























8 ∫ ++ 1022 xx





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = x2, y = 4x – 4 и y = –4x – 4; 
б) y = 2 – 2x и y = x2 – 5x + 4; 
в) y = tg x, 
3
π
=x  и y = 0. 
3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = ex – 1, y = e – 1 и x = 0. 















 + dxxx  б) .ln
1
0
2∫ xdx  









































3 ∫ − dxe x 13

















6 ∫ − dxex x
3322  13 ∫ xdx5.1cos3  
7 ∫ ++ 2)3( xx





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = 2x, x = –1 и y = –x + 3; 
б) y = –x2 и y = x2 – 4x; 
в) y = tg x – 1, 
3
π
−=x  и y = 0. 
3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = x3, y = 0, x = 1 и x = 2. 














































4  8 ∫






x 22 )23(  9 ∫ xdxx arctg2  



























5 ∫ + 210 x



























2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = 2x, x = 2 и ;1
2
1
+= xy  
б) y = x2 + 4, y = 4x и x = 0; 
в) y = ctg x, y = 0, 
3
π









y =  y = 2, y = 1 и x = 0. 


















































3 ∫ −− dxx 3127





















dx  12 ∫ − dxx)1(sin2  
6 ( )∫ dxxx
x
cossin












2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = 3x, x = 0 и y = –x + 4; 
б) y = 4x – 2x2 и y = x2 – 2x; 
в) y = ctg x + 1, y = 0, 
3
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = e2x, y = 0, x = 0 и x = 1. 









x  б) ( ) .12ln
2
1
∫ − dxx  
































































5 ∫ + 72x
dx  12 ∫ ⋅ xdxx 2sin4cos  
6 ∫ dxx






7 ∫ −+ 21 x





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) 3
4
1 xy =  и ;2xy =  
б) y = 4 – 2x  и  y = x2 – 9x + 14; 
в) y = cos x – 1, y = 0, 
4
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: ,3 xy =  y = 0, x = –1 и x = 1. 






dx  б) .
2
1
3∫ − dxxe x  









































22 )2(  7 ∫ − 7xx
dx  
3 ∫ − dxx 324






3sin  9 dxexx x−∫ +− )14( 2  
5 ∫ − 28 x









11 ∫ +− dxxx
x
)1)(1( 22
 13 ∫ xdxx sin2cos2  





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = x + 1, x = 0 и y = 4 – 2x; 
б) y = 2x – x2 и y = x2 – 4x; 




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = x2 + 1, y = 0, x = –1 и x = 1. 




23 31∫ + dxxx  б) ∫ +
2
1
.)( 1 dxexx  































































dx  12 ∫ xdxx sin2sin  
















2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) 
x
y 5=  и y = 6 – x; 
б) xy 28 −=  и y = x2 – 9x + 18; 
в) ,
2
1cos −= xy  y = 0, 
3
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = x3, y = 8, x = 1 и x = 2. 


























































































dx  12 ∫ xdxx cos3cos  
6 ∫ −3 3sin2
cos
x




7 ∫ − xx
dx
)4(





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) 3
9
1 xy =  и ;3xy =  
б) y = 2x – x2 и y = x2 + 4x;  
в) y = 2sin x, ,
6
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: ,xy =  x = 0, y = 4 и x = 9. 


















































dxx 2)53(  9 ∫ − xdxx 5sin)7(  








4 ∫ − )12(sin2 x








5 ∫ + 28 x











 13 ∫ xdxx cossin4  
7 ∫ − 6x





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) ,3xy =  y = 6 – x  и  y = 0; 
б) y = 6 – 2x  и  y = x2 – 7x + 12; 
в) y = tg x + 1, 
6
π
=x   и  y = 0. 
3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = x2 – 2x + 3  и  y = 3x – 1. 











⋅ xdxxx  
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xx 32)1(  9 ∫ − dxex x32 )3(  























13 ∫ xdxx 5cossin  
7 ∫ − 5x









y =  y = 0, x = 3 и y = x + 1; 
б) y = 3x – x2 и y = x2 – 7x; 
в) ,
2
ctg xy =  y = 0, 
3
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: y = 2x, x = 2  и .1
2
1
+= xy  
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x  б) .)32(arctg
2
2/3
∫ − dxx  






























2  8 ∫







dxxx  9 ∫ xdx4arccos  








4 ∫ − )23(cos2 x









5 ∫ − 28 x










 13 ∫ xdxx 2cos2sin 22  
7 ∫ −+ 43 x





2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
а) y = –4(x + 3)3, y + x = 0  и  y = 2x; 
б) y = 4 – 2x  и  y = x2 – 10x + 16; 




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: ,3xy =  y = 6 – x и y = 0. 






































Решение задач,  
аналогичных задачам контрольной работы 1 





























4 ∫ − )52(cos2 x























 14 ∫ +− 1cos2sin3 xx
dx  
 
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями: 
a) y = 1/x2, y = 0, x = 0.5 и x = 2.5; 
б) y = x2 – 5x + 6 и y = x – 2; 
в) y = cos x ,
2
1
−  y = 0, 
3
π




3. Вычислить объем тела вращения, ограниченный данными ли-
ниями: ,13 −= xy  y = 0, x = 0 и x = 2. 













)(ln∫ + xx dx  
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1 2 CxCtCz +−=+−=+
⋅
=  
9) ∫ ∫∫ =−=− xdxxxdxxdxx coscos3cos)3( 22  

























( )=+−+−= ∫ xdxxxxxx coscos2sinsin3 2  








































































































































⇒+=−+−+++⇒ 1)1()1()12( 222 xxCxBxxA  
⇒+=−+−+++⇒ 12 222 xCCxBBxAAxAx  
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1 CxxCxxxdxdx ++=+⋅+=+= ∫∫  

























































































































































































 −−=−== ∫ xdxxS  


















2 1 0.5 1.5 2.5 
y =  
0 






y = x2 – 5x + 6 
y = x – 2 
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Найдем точки пересечения графиков функций, для этого при-
равняем левые и правые части функций: 
x2 – 5x + 6 = x – 2 ⇔ x2 – 6x + 8 = 0 ⇔ x1 = 2, x2 = 4.  
Теперь можно записать интеграл: 











































1cos −= xy  y = 0, 
3
π




































































































23 1 π=−π=−π=π= ∫∫ −






















































































































































































































































































































































































































































КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 2 
Дифференциальные уравнения 
Вариант 1 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) (1 + ex)yy′ = ex. 
2) .011 22 =−+− dyxydxyx  
3) (xy′ – y) arctg (y/x) = x. 
4) y′ – 2y/(1 – x2) = 1 + x. 







 πy  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) y′′ + 4y = 0. 
7) y′′ – 10y′ + 25y =0. 
8) y′′ – y′ = 9xex. 
9) y′′ – 6y′ + 9y = 9x2 – 39x + 65, y(0) = –1, y′(0) = 1. Указать 
также частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 2 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) xy′ + y – y2 = 0. 
2) (x2y + x2)dx + (x3 – 1)(y – 1)dy = 0. 
3) y′ = y/x + sin (y/x). 
4) y′cos x + y sin x = 2x cos2 x. 
5) xy′ + x = 4y3 + 3y2, y(2) = 1. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию.  
6) y′′ + 9y = 0. 
7) y′′ – 4y′ + 4y = 0. 
8) y′′ – 3y′ + 2y = (x2 – 1)e3x. 
9) y′′ – 14y′ + 53y = 53x3 – 42x2 + 59x – 14, y(0) = 0, y′(0) = 7. 




Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) y′x3 = 2y + 3. 
2) (x + xy2)dx + (1 + x2)dy = 0. 
3) xy′ – y = x cos2(y/x). 
4) y′ + 2xy = .
2xxe−  
5) xy′ – 2y = 2x4, y(1) = 0. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию.  
6) y′′ – 4y′ = 0. 
7) y′′ + 4y′ + 4y = 0. 
8) y′′ – 2y′ + 5y = 10e–x cos 2x. 
9) y′′ + 2y′ + 2y = 2x2 + 8x +6, y(0) = 1, y′(0) = 4. Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 4 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) x2y2y′ = y. 
2) xydx + (1 + x)dy = 0. 
3) xy′ = y(1 + ln (y/x)). 
4) y′ – y tg x = ctg x. 
5) y′ – y = ex, y(0) = 1. Указать также частное решение, удо-
влетворяющее начальному условию. 
6) y′′ + 2y′ + 5y = 0. 
7) y′′ – 5y′ + 6y = 0. 
8) y′′ + 6y′ + 9y = 2e–3x. 
9) y′′ – 4y′ + 20y = 16xe2x, y(0) = 1, y′(0) = 2. Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 5 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) y ln y + xy′ = 0. 
2) (x – 2x2)dy + (y – 2)dx = 0. 
3) y′x ln (y/x) = x + y ln (y/x). 
4) xy′ – y/(1 + x) = x. 
5) y′ = y/(3x – y2), y(0) = 1. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
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6) y′′ – 4y′ + 4y = 0. 
7) y′′ + 2y′ + 17y = 0. 
8) y′′ – 3y′ + 2y = (3 – 4x + x2)e3x. 
9) y′′ + y = x3 – 4x2 + 7x – 10, y(0) = 2, y′(0) = 3. Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 6 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) xy′y(1 + x2) = 1 + y2. 
2) sin xdy = y ln ydx. 
3) (y′x – y) sin (y/x) = x. 
4) y′ + 3y = e2x.  
5) xy′ – 2y + x2 = 0, y(1) = 0. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию.  
6) y′′ – 6y′ + 9y = 0. 
7) y′′ – 2y′ + 10y = 0. 
8) y′′ – 2y′ – 8y = 12 sin 2x – 36 cos 2x. 
9) y′′ – y = 14e–x – 16xe–x, ( ) ,00 =y  .1)0( −=′y  Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 7 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) (1 – x)3 y′ + (y – 1)2 = 0. 





yxy +=′  
4) y′ + y cos x = 0,5sin 2x. 
5) y′ – x2 y′ + xy = 1, y(0) = 1. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) y′′ – 8y′ + 16y = 0. 
7) y′′ – 4y′ + 20y = 0. 
8) 3y′′ – y′ = 3 – 5x. 
9) y′′ – 10y′ + 25y = e5x, y(0) = 1, y′(0) = 0. Указать также част-




Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .2ctg =+′ yxy  
2) .0)( 2 =−+ dxyyxdy  
3) .2 yxyxy =+′  
4) .1cossin =−′ xyxy  
5) 
2
2 xxexyy −=+′ , .0)0( =y  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию.  
6) .049 =−′′ yy  
7) .054 =+′−′′ yyy  
8) .sincos32 xxyyy +=+′−′′  
9) ,661616168 2 +−=+′+′′ xxyyy  ,3)0( =y  .0)0( =′y  Указать 
также частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 9 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .9 2 yxy =+′  
2) .0)()( 22 =−++ dyyxydxxxy  
3) ( ) ./tg xyxyxxy −=+′  
4) .3)1( 2 xexxyyx −=++′  
5) ,1ln +=+′ xyyx  .0)1( =y  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) .016 =+′′ yy  
7) .045 =+′−′′ yyy  
8) .2cos44 xyyy =+′−′′  
9) ,8102416168 23 +−+=+′+′′ xxxyyy  y(0) = 1, y′(0) = 3. Ука-




Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) ./)21( yxyy −=′  
2) ( ) .01)1( 22 =−+++ dxxyxydyx  
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3) .)/(cos)/(cos xxyyxyxy −=′  
4) .12 +=−′ xyyx  
5) ,322 +=′ xyyx  .1)1( −=y  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) .09124 =+′−′′ yyy  
7) .086 =+′−′′ yyy  
8) .23 2 +−=+′′ xxyy  
9) ,93410 5xeyyy −−=+′+′′  y(0) = 0, y′(0) = 6. Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 11 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) ( ) ( ).3 5,12 xxyyxy ++=′  
2) .lnsin2 ydxyxdy =  
3) .// xyey xy +=′  
4) .tgcos2 xyxy =+′  
5) ,2ln)1( yxyx =−′  y(e) = 0. Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) .01236 =+′+′′ yyy  
7) .0102 =+′−′′ yyy  
8) .)3(23 xexyyy −=+′−′′  
9) y′′ – 2y′ + 5y = 5x2 + 6x – 12, y(0) = 0, y′(0) = 2. Указать так-
же частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 12 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .ln/cos2 yyxy =′  
2) .01 2 =−+ dyxxydx  
3) )./( 22 xyxyy +=′  
4) .cos42 23 xxyyx =−′  
5) ,3 2 xexyxyyx −=++′  .0)1( =y  Указать также частное ре-
шение, удовлетворяющее начальному условию. 
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6) .03612 =+′−′′ yyy  
7) .025 =+′′ yy  
8) .cos4sin1234 xxyyy −=+′−′′  
9) ,221612 44 xx exeyyy +=−′+′′  ,3)0( =y  .5)0( =′y  Указать 
также частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 13 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .52 yxy −⋅=′  










y =−′  







 πy  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) .069 =+′+′′ yyy  
7) .022 =+′−′′ yyy  
8) ).3(2 2 −+=′−′′ xxeyy x  
9) ,12848168 32 xxyy −+=′−′′  ,1)0( −=y  .14)0( =′y  Указать 
также частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 14 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .1 2 yxyxy ′−=′−  
2) ( ) .01 33 =−+ dyexdxe yy  
3) ( ) .023 22 =+′− xyyxy  
4) .0cos2 =−′− xxyxy  
5) ,2)1(ln yyxx =−′  .0)( =ey  Указать также частное реше-
ние, удовлетворяющее начальному условию. 
6) .087 =−′−′′ yyy  
7) .013425 =+′+′′ yyy  
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8) .2 xeyyy −=+′+′′  
9) ,1262 2 ++=′+′′ xxyy  ,2)0( =y  .2)0( =′y  Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию. 
 
Вариант 15 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 









dye x  
3) .
)/(cos2 xy
xyxy =′−  
4) .)1( 4xeyyx =−′−  
5) ,0
2





y =  Указать также частное ре-
шение, удовлетворяющее начальному условию. 
6) .044 =+′+′′ yyy  
7) .02 =′+′′ yy  
8) .cos32 xeyyy x−=+′−′′  
9) ,3260188 32 xxxyy −+=′+′′  ,5)0( =y  .2)0( =′y  Указать 




Решение задач,  
аналогичных задачам контрольной работы 2 
Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
1) .1/)1( 2xyyy −=′+  
2) .0tgsin =+ ydyydxex  







yy x  
5) ,42 xyy +−=′  .5)0( =y  Указать также частное решение, 
удовлетворяющее начальному условию. 
6) .0152 =−′−′′ yyy  
7) .036 =+′′ yy  
8) .143612 6xeyyy =+′−′′  
9) ,22 xxeyyy =+′−′′  ,1)0( =y  .1)0( =′y  Указать также 
частное решение, удовлетворяющее начальному условию.  
 
Решение. 








































.sinarcln Cxyy +=+⇔  









 следовательно, y = 0 – решение и оно 
ни при каких С не входит в общее решение. 
Ответ: ,sinarcln Cxyy +=+  y = 0. 











































































































































































































































Проверим, является ли sin y = 0 решением исходного уравнения: 
,00000 ≡⇒=+ dydxex  следовательно, sin y = 0 – решение, и оно 















3) 1222 =−′⇔=−′⇔+=′ y
x
yxyyxyxyx  – линейное неод-






















.)ln(lnln2ln 22 CxyCxyCxy =⇔=⇔+=⇔  
Теперь решим неоднородное уравнение, для этого y = C(x) x2 ⇒ 
⇒ y′ = C′(x) x2 + 2xC(x), тогда ⇔=−+′ 1)(2)(2)( 22 xxC
x
xxCxxC  










)()( 2 .  
Таким образом, решение исходного дифференциального уравне-







 −=  







yy x – линейное неоднородное уравне-

















 ⇔ ∫ y
dy  = ∫ +12x
dx
 ⇔  
1212ln
2
1ln +=⇔++=⇔ xCyCxy . 





















xC x ⇔  




Таким образом, решение исходного дифференциального 

















 += xCey x . 
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5) y′ = –2y + 4x, y(0) = 5. 
Сначала решим дифференциальное уравнение: y′ = –2y + 4x – 
линейное неоднородное уравнение. Решим сначала соответствую-
щее однородное: y′ = –2y ⇔ 
y
dy = –2dx ⇔ yln  = –2x + C ⇔ y = Ce–2x. 
Решим теперь неоднородное уравнение, для этого y = C(x)e–2x ⇒ 
⇒ y′ = C′(x)e–2x – 2C(x)e–2x, тогда C′(x)e–2x – 2C(x)e–2x + 2C(x)e–2x = 4x ⇔ 




















4 2222 Cexedxexe xxxx +−=− ∫  Таким 
образом, решение исходного дифференциального уравнения за-
пишется в виде y = (2xe2x – e2x + C)e–2x = Ce–2x + 2x – 1. 
Найдем частное решение: 
y(0) = Ce0 + 2 · 0 – 1 = C – 1 = 5 ⇒ C = 6 ⇒ y = 6e–2x + 2x – 1.  
Ответ: y = Ce–2x + 2x – 1, y = 6e–2x + 2x – 1. 
6) y′′ – 2y′ – 15y = 0. Запишем характеристическое уравнение 
λ2 – 2λ – 15 = 0 ⇔ λ1 = 5, λ2 = –3 ⇒ y = C1e5x + C2e–3x.  
Ответ: y = C1e5x + C2e–3x. 
7) y′′ + 36y = 0. Запишем характеристическое уравнение 
λ2 + 36 = 0 ⇔ λ1, 2 = ±6i ⇒ y = C1e0x cos 6x + C2e0x sin 6x ⇔  
⇔ y = C1 cos 6x + C2 sin 6x. 
Ответ: y = C1 cos 6x + C2 sin 6x. 
8) y′′ – 12y′ + 36y = 14e6x. Решим сначала соответствующее 
однородное уравнение y′′ – 12y′ + 36y = 0. Запишем характери-
стическое уравнение λ2 – 12λ + 36 = 0 ⇔ (λ – 6)2 = 0 ⇔ λ1, 2 = 6 ⇒ 
⇒ y = (C1 + C2x)e6x. 
Для нахождения решения неоднородной задачи представим 
произвольные постоянные в виде функций и решим систему урав-
нении для их нахождения, где y1 = e6x, y2 = xe6x ⇒ y′1 = 6e6x, y′2 = e6x 


























































































Тогда, решение запишется в виде 
y = (–7x2 + C3 + 14x2 + C4x)e6x ⇒ y = (C3 + C4x)e6x + 7x2e6x.  
9) y′′ – 2y′ + y = 2xex, y(0) = 1, y′(0) = 1. 
Сначала решим дифференциальное уравнение: y′′ – 2y′ + y = 
= 2xex – линейное неоднородное уравнение. Решим соответству-
ющее однородное y′′ – 2y′ + y. Запишем характеристическое 
уравнение λ2 – 2λ + 1 = 0 ⇔ (λ – 1)2 = 0 ⇔ λ1, 2 = 1 ⇒ y = (C1 + 
+ C2x)ex. Для нахождения решения неоднородной задачи предста-
вим произвольные постоянные в виде функций и решим систему 
уравнении для их нахождения, где y1 = ex, y2 = xex ⇒ y′1 = ex, y′2 = 
























































































 +++−=  
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43 =⇒==⋅+⋅+= CCeeCCy  
⇒++++=′ xxxxx exexxeCeCeCy 32443 3
1









3 =⇒=+=++++= CCCeeeCeCeC  
Таким образом, частное решение имеет вид .
3





xx exexCCy ++=  .
3
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